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1. Hatarozatlan integral

1.1. Polinomok integralasa és egyéb elemi integralok

Emlekeztetd:

k:+1

okada:—kﬂ—i— kE#—1
o [z7lde=In|z|+¢
o [af(x)+bg(x)dx=a [ f(x)dz+0b [g(x)dzr,a,beR

Példaul:

o fx?’dx:%l

o [30% —4x45dr =35 — 4L {50+ ¢

o [T 4y = [5addo+ [ 7o do+ [ 307 F do = 5308 + 788 +330% 4 ¢
Boénusz:

o [5sin(z) + 7cos(z) dz = —5cos(x) + 6sin(z) + ¢

o [2° 7P du =g [27de = g 2% de = 2"
I
1.2, [1
Emliékeztets: [ (( =1In|f(z)| +c

Ennek specialis esete, amit mar lattunk, f(z) = z, ekkor [ ’;((;c)) de = [Lde=Inlz|+c
Péld4aul:

L. f 4+x3

flx)=a3+4= f(x) =322

[ ae= [T i) e =mi a4

Vagyis:




2. [ ytsda
f(z) =22 +5= f'(z) =4z

Vagyis:
1
/ L dr=- /4 :r
222 45 4 222 45

—i/?’((j)) dx:iln\f(x)|+c:iln‘2x2+5|+c

f(z) =In(z) = f'(z) = -
Vagyis: )
1 ES l
/xln(x) dr = / lng(cx) dr = / J‘;((f)) dz = In|f(z)| +c=In|In(z)| +c
4. fe2z+1 €
fl@) ="+ 1= f(z) =2>
Vagyis
2z 1 1 1
[ to=y [etan= g [ de = i+ o= e 1o
= lln(e%7 +1)+e¢c
2
1.3. ff’f”
Emlékeztets: [ f'(x)f™(z)d = % +e

Megj: Ennek specialis esete, amikor f(z) =z, ekkor [2"1dx = [ f(z)f'(z)dz = r te
Példaul:

1. [sin®(x)cos(z) dx
f(z) =sin(z),n = 8,= f'(x) = cos(z)

(g sin? (z
/Sin8(x) cos(z) dx = /f”(x)f’(x) dr = fn +(1) te= 9( ) L

Vagyis:

2. [zv3+22%da
1
flx)=3+22%n= 3= f'(x) = 4a

Vagyis:

34 222)2
_¥+C:,

@+ 37
2

1
3. f z In?(z) dzx

Vagyis:

" M) W)
/xln /f dx n+1 te=- 3 +C__31n3(x)



4. [ cosh®(2z)sinh(2z) da
f(z) = cosh(2z),n =5,= f'(x) = 2sinh(2z)
Vagyis:

foti(x) e 1cosh6(a:)
n+1 2 6

+c

/coshs(Qac) sinh(2z) dz = % /2f"(r)f'(m) dx =

1.4. Parcialis integralas

Emlékeztets: [u(zx)v'(z)de = u(z)v(z) — [/ (z)v(z)dx

Pl

e A polinom fokat csékkentjiik

e{L’

/ ¢ - polinom - ¢ cosh(z), sinh(z) dx
tg(x), cos(x), sin(x)

Ekkor a bevalt triikkk, hogy a polinomot valasztjuk u(x)-nek és a masik fliggvényt v’ (z)-nek, lasd
alabb.
Példaul:
1. [xcos(z)dx
/ z cos(x) dx = wsin(z) — /1 -sin(x) dr = x sin(x) + cos(z) + ¢

w=1 v
v=sin(z)

2. [ (222 4+ 3z — 5)e” dor Ebben az esetben 2x kell maj parcialisan integralnunk.

/Xmﬁ+3x—5)efdx:(m¥+3x—5mﬁ—/@u+3)q’dx
U/l =,u;ll$+3 ’Ulvzlem ugiél 1;2”:2em

= (22% 4+ 3z — 5)e® — ((4:10 +3)e” — /4e‘” dgc) = (22% 4+ 32 — 5)e” — (4x + 3)e” + 4e” + ¢
3. [ 2 cosh(z)dx

/ agf cosh(z) dx:xQSinh(a:)—/ %g: sinh(z) dz

’ ’
vy uh=2 Vo

u) =2z
' vi1=sinh(z) va=cosh(z)

= 2% sinh(z) — (233 cosh(z) — /2cosh(x) dm> = z%sinh(z) — 22 cosh(x) + 2sinh(z) + ¢

e Logaritmus.

1. [aFIn(z)de, k £ —1

:Ck+1 1 xk-{-l l‘k'H l‘k
/ln(x) ¥ dr =1In(z) —/776195 = In(z)— —/7dx
S U k41 zk+1 k41 k41
TTeu =5

k+1 k+1

:ln(x)x —— +c
E+1 (k+1)2

spec. megkapjuk az In(z) integraljat, hogyha k = 0. (az egyet valasztani egyébként is jo triikk
néha, lasd késsbb.)



e Szorzas 1-gyel.

1. [arctg(z)dz

1
/arc‘i%(x) 1;1’1 dx = arctg(z)r — / 1—?7552 dx = arctg(z)x — 5 In|l+ 22| +¢
V1=

Az utsolso lépéshez lasd a 1.2. fejezetet. Hasonloan szamolhatdak példaul az inverze trigono-
metrikus és hiperbolikus fiiggvények integraljai pl. [ arcsin(z)dz = zarcsin(z) + v1 — 22 + ¢,
stb. illetve az In(x) integralja (lasd fentebb).

e "Korkoros" integral (exponencialis - trigonmetrikus v. hiperbolikus).

1. [e” cos(x)dx

/ cos(z) €° dx=e"cos(x) —|—/ sin(z) €* dx
ul ’Ull u2 Ué
uj=—sin(z)v; =e® uy=cos(z)vy=e®

= e” cos(z) + " sinz — /ex cos(x) dx

Mivel mindkét oldalon elébukkan a keresett integral, a fentit atrendezve kapjuk, hogy

e*(cos(z) + sin(x))
5 +c

2/6”” cos(x)dx = e®(cos(z) + sin(x)) vagyis /eI cos(z)dx =

1.5. Trigonometrikus integralok linearizalassal
L. [sin®(z)dz
Felhasznalva, hogy
1-— 2
sin?(z) = L= cos(2z)
2
kapjuk, hogy

1- 2 1 11 1 in(2
/Sinz(ﬂﬁ)dl‘ = /wda@ =5% - ff/2cos(2x)dx =3%- Lli ?) +c

2. [sin®(z)dx
Felhasznélva, hogy sin?(z) + cos?(x) = 1, és, hogy cos’(z) = —sin(z) és a 1.3 fejezetben tanultakat

kapjuk, hogy

cos®(x)
3

/sing(x)dx = /(1 — cos?(x))(sin(z))dz = — cos(x) + +e.

3. [ sin(z) sin(2z)dz
Felhasznalva, hogy sin(2x) = 2sin(z) cos(z) és a 1.3 fejezetben tanultakat kapjuk, hogy

sin®(z)
3

/sin(w) sin(2z)dz = 2 / sin?(z) cos(z)dz = 2 +ec.

1.6. arctg-re visszavezetheté integralok

Emliékeztets: [ dr = tarctg® + ¢

_1 1
x2+4a? T a

(arctg(bx))/ = m -b



1 1 1
/9—|—4x2x 9/1+3m2x

13 ¢ 2z n 1 + 2z n
= ——ar —_— = — ar —_—
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1
. f 242242 du

1 1 1
/fv2+2x+2x /1+x2+2x+1m /1+(1’+1)2x arctg (z + 1)+

1
/ =7 4

1 1 1 1 1 2 1
7@:7/7@13;:7/7@«:—/—@
/4x2—4x+5 4) a2 —z+41 4) 3+ (x—1)2 -3 1+(I7 )2

—larct x—l +c
T 5Mee 2

5. f m dzx agy, hogy b* — 4ac <0

d d 1
/ P L / 5 200/2a)7 + (0)20)° + (cja = (b)2a)7)

— %2 > 0 a b? — 4ac < 0 feltétel miatt, igy legyen k? := ° - (L)Q = dac—b®

2a 4a2

ISHIeY

d 1 d 1
a / 22+ 2(b/2a)z + (b/2a)? + k2 = / (z +(b/2a))* + k2

az pedig mér benne van a képlet gytjteményben, de kiirva

g/ ! dr = d / 1 dr = d arct <x—|—(b/2a))+c
o) Eropap TR T e R ) (many TR
k

dzx,

1.7. Parcialis tortekre bontas

1. fﬁdw
1 1
/xQ—ldx_/(x—l)(x—l—l)dx_*

1 A n B  Ar+ A+ Br—-B
(x—1)(z+1) 2z—-1 z+1  (z+1D(z—1)

1 1
A:v+Bx+A—B:1VagyisA+B:0ésA—B:1,tehétB:—g,Azi

1 1 1
= 4 [ —— dr= (] —1] -1 1
* /2(1:—1) x /2(x—|—1) x 2(n|oc | —Injz+1])+¢

1
2. f 2x24-3z—5 dx

1 1 1
202 +3x -5 2) (z—-1)(z+3)



1 77Aa:+%A+Bx—B
(x—1)(z+5/2)  (x+5/2)(x—1)

5 2 2
A+B=0¢é-A—B=1,tehat B=—=, A= —
+ 0652 , tehat = -

1 1 1 5
i /7(x—1)dm /7(x+§)dm 7(n|x [—Infot gl +e

3'_[30251:042(13:
5t — 4 5 —4
/127172 * /(fo)(;U+1) v
1 Az +A+Bx-2B
(r—2)(xz+1)  (z+1)(z-2)
A+ B=5és A—2B= 4, tehat B=3, A =2
*—/ 2 d:vf/ 5 dr =2In|z —2|+3ln|z+ 1] +¢
) (z—2) r+1
S5x+47
4. f;z2 (;;—&-9

or + 7 or + 7
——dr = | ——5dr =%
22 —6x+49 (x —3)2
parciélis tortekre bontéassal:

5o+7 _ A B _Ar-3A+B
(x—3)2 2-3 (x-32  (z-3)2

tehat, A =5, B="T7+4 15 =22, igy

) 22 —1
*Z/x_s-l-(I_S)Qdm:5-1n|x—3|—22-(:3—3) +ec

5 f 42

3 —2x2+x 2m2+m

/xiﬁdx_/wi”dx_*
3 —2224+zx ) x(z—1)2 "

1 _é+ B n C _AfoQAerAjLB:EQfoJrCz_
rx—12 =z z-1 (r—12 (x—1)2%z B
22 A+B=0
r:—2A-B+C=1
const : A =2

fgy A=2,C=3és B=—2

2 3 3
_1dﬂc+/md:c:21n\x|—21n|x—1|+ﬁ+c



6. fﬁdm

1
[wimto= [ s do=
3+ x(z? +1)

1 _é+B:r+C_Ax2+A+Bx2+C’z
r(x2+1) =z 22+1 (2 + 1)z
22 A+B=0
z:C=0
const : A=1

igyA=1,C=0és B=-1

1 1
*:/fdxf/%“dleﬁﬂf§1n|x2+1|+c

T

7. f % dx Ha elosztjuk 22 + 3z — 3-t © — 1-gyel az eredmény (x + 4) a maradék pedig 1, vagyis:

24+3z-3 1 2
/Hixdx:/x—i—él—i— do =" +4z+Inlz — 1] +c
r—1 z—1 2

1.8. Spec. racionalis tortfiiggvények 6sszefoglalas
Olyan racionalis tortfliggvényeket néziink ahol a

olinom
¥ _ben
polinom,

polinoms legfeljebb méasodfok.

Tl 20 polinomp? .
(focGpre2 )

. %ok(?] =0 b potaow foka.

st pmaxtbxtc = D= b= 4ac

Tole)2 >
B0 bx+e. 47 =

e e

‘n :
P‘\ o H
>
>-O] et 172 (Md, 4’r/5 o( ludaxshl g vk

¥
| Sy R
Eb‘cj’O ’
\gwmaq
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1.9. Helyettesitéses integralas

Emlékeztets: [ f(x)dx = [ f(g(t))g'(t)dt

Példak:
1
L [ s 4o
A helyettesités:

t=+z
z=g(t) ="t
dx
— =2t
dt

Tehat

1+t 1
t=2 7d -2 ——dt=2t—-2In|1+1¢ =2 —In|1
/1+f — [Pha=2 [ [ WL+t + e = 2/ — In[1+ Va]) + 2

2. [e Vat2 gy
A helyettesités:
t=+vxr+2
r=g(t)=t>-2
dz

— =3t
dt

Tehat 2 parcialis derivalassal kapjuk, hogy
/evs 2y = 3/ett2 dt = 3e't? — 6/ettdt = 3e't? — 6te! + G/et dt = 3e'(t> =2t +2) + ¢
=3V Yz r 2 20z F2+2) +¢C

3. [e'sin(e’) dt f(z) =sin(z), g(t) =€, ¢'(t) = €', x = g(t)

/etsinetdt:/ ") f(g(t)) dt = /f /bln )dx = cos(x) + ¢ = cos(e’) + ¢

Triikkésebbek:
4. [V1—a?dx
x = sin(t)
dx
i cos(t)

t = arcsin(z)

Md:c: 1 — sin2(t) cos(t) dt = [ cos®(t)dt = Mdt
/ [Vimsi@eostyt = [ o= [

2
in(2t) ¢ 2sin(t) cos(t) |t 1 1 ¢
:Slni )+§+C:M+§+c:§x 1—x2+§arcsin(x)+c

5. [2*Va?+1dx



(42 ¥¢)

1. d4bra. Gorbék kozti és paraméteresen adott gérbe alatti tertilet.

A hiperbolikus fliggvényekre vonatkoz6 azonossagokbol:

/ V1t a2 de = / /1 + sinh2 () sinb®(¢) cosh() dt = / (sinh(t) cosh(t))2 dt = / (Smh;zt)f dt

1 h(4t) — 1 1 1
=- / cosh(dt) — 1 dt = —(sinh(4t) — 4t) + ¢ = 3—2(2 sinh(2t) cosh(2t) — 4t) + ¢

4 2 32
— 3% (4sinh(t) cosh(t)(cosh®(t) + sinh?(t)) — 4t) + ¢ = é(f\/m (227 +1) —arsh(z)) + ¢

2. A hatarozott integral geometriai alkalmazasai

1. Gorbék kozti tertilet

Szamoljuk ki az f(z) = x?

teriiletet az 1 abran )

és a g(x) = x + 2 fiiggvények kozti teriilet nagysagat. (Lasd a piros

1.1épés: Szamoljuk ki, hogy a két gérbe milyen xg, 1 pontban metszi egymast (mely pontokban
egyezik meg fiiggvény érték). 2. lépés: Szamoljuk ki a nagyobb és a kisebb kiilonbségének integraljat
To és Iy kozt.

Vagyis: 1.1épés:

=422’ —2-2=0=120=—1,27 =2

2.1épés:

2
x? x3 2 9
2—2?der=|"%"+22—-"| ==
/m—i— x°dx [2 + 2x 3}_1 3
-1
2. Gorbék alati teriilet

Adjuk meg az z(t) = 3cosh(t) y(t) = 2sinh(¢) paraméteresen adott gorbe alatti T' teriiletét a
t € 2, 3] intervallumon. (Lasd az 1 abrat)

3 3
T y(t)a(t) dt = / 2sinh(t)3sinh(t)dt = / 6 sinh?(¢t) dt
2 2

I
v,
w

3 / 2“’8}1(# it = g [sinh(2£) — 2¢] — g(sinh(&t) _ sinh(4¢) — 2)
2

3. Ivhossz



cos(x)

S
3

sin(x)

2. dbra

(a) Szamoljuk ki az f(z) = %(:c2+2)3/ 2 fiiggvénnyel adott gérbe fvhosszéit a 0 < x < 3 intervallumon.
A képlet megtalalhato a képletgyiijteményben:

s = /ml V14 fl(x)?dx (2.1)

13
f/(x)zgi( 2+2)1/2-2x=$(x2+2)1/2
1+(f/(x))2:1+$2($2—|—2):1+x4+2x2:(x2_|_1)2

L+ (f'(2))? = [2* + 1| = 2% + 1.

Tehat behellyettesitve

/3 \/1+(f’(:c))2dx:/3x2+1dx:12
0

0

(b) Szamoljuk ki az x = cos®(t), y = sin®(t) paraméteresen adott gorbe ivhosszat a 0 < t < 27
intervallumon. A képletgyiijtemény utols6 oldalan megtalalhato a képlet

t1
s = / Va2 +y?dt (2.2)
to
ahol &,y az x és y t szerinti derivaltjait jeloli.

& = 3cos?(t)(—sin(t)), ¥ = 3sin®(t) cos(t)
@2 + 9% = 9cost(t)sin®(t) + 9sin® (t) cos?(t)

Va2 4 2 = 34/ cos?(t) sin?(t)(sin?(t) 4 cos2(t)) = 3| cos(t) sin(t)|.

A gorbe szimmetrikus az x és az y tengelyre (lasd 2 abra), ezért elég kiszdmolni az {vhosszt a
0 < 7/2 intervallumon és azt megszorozni 4-gyel. Ezen az intervallumon a sin(t) cos(t) nem
negativ (lasd 2 abrat), igy a 3 cos(t) sin(t) fiiggvényt kell integralnunk az intervallumon.

sin?(t) pi/2 3
0 2

/2
§= / 3cos(t)sin(t) dt = 3 [
0

Igy a teljes ivhossz 4-3/2 = 6. Megj. lathato, hogy ha nem vennénk figyelembe az abszolutérték
jelenlétét és integralnank az egész [0, 27] intervallumon az jonne ki, hogy az ivhossz 0, ami
nyilvin nem lehet igaz.

4. Forgastest térfogata

10



3. abra

(a) Szamoljuk ki annak a testnek a térfogatat, amelyet tgy kapunk, hogy az f(z) = 2 + 0.5z
fiiggvénnyel adott gorbét az x-tengely koriil megforgatjuk majd tekintjiik a kapott test 0 <z < 4

kozotti részét. (Lasd a 3 abrat.)
A képltegyiijteménybdl a térfogatot az alabbi médon szamolhatjuk:

V= w/zl f2(z) da.

Jelen esetben zg = 0, 21 = 4 és f2(x) = (0.5x + 2)?, tehat

3
V= 77/04(0.556 +2)2de = [%%} 112

3. Improprius integral

Az alabbi esetekben dontsiik el, hogy a megadott integralok konvergensek vagy divergensek. Ha konver-
gensek szamoljuk ki az értékiiket.

A/ Nem korlatos intervallumon vett integral
(a) [ #(z) dx
00 d
o = i [,
Az integral divergens.

(b) [°_ e da

dz = dli_}rgo [In|In(z)[]7 = dli_}rgo In(In(d)) — In(In(10)) = oo

0 0
/ e”dr = lim e®dr= lim e —e°=1
c——00 Cc——00

oo 1
(©) J o To700s7 dx

o 1 ¢ 1 1 ¢
/ s dr = lim / 5 dr= lim [—arctg( Oa?)}
oo 1+ 100z 5% Ja 1+ 100z 575 10 d

arctg(10c)  arctg(10d) =

T 10 10 10

11



[ b
+ X +
I

B

4. abra. Sorban az 1., 2., 3., 4. eset a felsorolasbol.

(d) Milyen ¢ értékekekre konvergens a flo; m dz integral? Tegyiik fel, hogy ¢ # 1, hiszen ezt
méar az (a) részben megvizsgaltuk. Ebben az esetben

/oo # dr — lim a # de — lim M > ~ lim In(d)~t+! B In(10)~t+1
10 z(In(z))?t d=oo J19 z(In(zx))? d—oo | —t4+1 |5 dooo —t+1 —t+1
% < 00, hat # 1. Mivel limg—oc In(d) — o0, limg—c In(_dz:lﬂ konvergens, akkor és

csak akkor, ha —t + 1 < 0, ami teljesiil a.cs.a ¢t > 1. Megj: latjuk, hogy az (a) részbeli
"éppenhogy" nem konvergens.
B/ Korlatos intervallum, nem korlatos fiiggvény
A fiiggvény

1. folytonos (a,b]-n és nem korlatos, ahogy jobbrol tartunk a-ba,

2. folytonos [a,b) — n és nem korlatos, ahogy balrél tartunk b-be,

3. folytonos az [a, ¢) és (c,b] intervallumokon, nem korlatos, hogyha tartunk c-be

4

. folytonos (a,b)-n nem korlatos ahogy jobbrol tartunk a-ba, sem ahogy balrdl tartunk b-be,

lasd a 4 abrat.

3
(@) fo vz do
A 2.. eset all fent, i.e. a fliggvény az x = 3 pontban szakad, mivel v9 — 22|,—3 = 0.

lim de = lim [arcsin(z/3)]; =
C

/3 L / 1 ™
= dr= - Z
0o V9 — a2 c=3— Jo 9 — 12 —3— 2
i.e. az integral konvergens.

(b) fog W dx

Itt a 3. esettel van dolgunk hiszen a fliggvény mindenhol folytonos, kivéve az x = 1 pontban,
és hmw_)l W = OQ.

Megoldas:

—0, (3.1)

3 1 d 1 1 d 3 1 d
B —— = B — P B — 2
/ TR / @ 1) o CEEEk (3.2)

c 3 1

. 1 .
“dn ) oos Tt G B9

12



A két integralt kiilon targyaljuk. Az elsé rész:

: ‘ 1 _ 1/3]° _ & 1/3 _
Jim N dr = lim [3(3: -1) }0 = lim 3(c—1)/°+3=3. (3.4)
Es a masodik:
’ 1 1/3
i /d @oppptr=327-0 (3:5)

Igy az integral konvergens, és fOS W dr =3(1+ 21/3)

(©) fi(z—1)""da.
Mint az el6z6 esetben itt is az 1 a kritikus pont.

/31dx—/11d$+/31dx— lim /c#daﬁ—i— lim /31d;v
o (x—1) S (z—1) 1 (=1 Cenl- Jy (z—1) d=1+ Jg (x—1)
(3.6)

Az els6 tag:

C

. T - c: . o _ _
clﬁlr{lﬁ | mdm—cgr{li [In |z —1|], CLH{LIMC 1] = In(1) 00.

Az integral eszerint divergens.
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