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e:
(¥ — v0) = f'(zo)(x — z0)

1. 4bra. Az érintGegyenes.

1. Feladat: Hatérozzuk meg

Megoldds:

(a)

az f(z) = 22 parabola (2,4) pontja-
ban vett érint&jének egyenletét.

a g(x) = a® fiiggvény (—2,—8) pont-
beli érintGegyenesének egyenletét.

az f (x) = x? parabola azon pontjat és
a pontban vett érint&jét, ahol az érint6

parhuzamos a y = —6x + 4 egyenletii
egyenessel.
a g(r) = 23 fliggvény azon pontjait

és a pontbeli érintéit, ahol az érintd
parhuzamos az y = 12x + 3 egyneleti
egyenessel.

az f (z) = x? parabola azon pontjait
és a hozzajuk tartozo érinté egyenesek
egyenleteit, amelyekbeli érinté atmegy
a (0, —4) ponton.

2. ErintSegyenes

4oty T
T — X
6
f(x) = 2? e:y=4xr—4
(2,4)
* = (-700; yo)
= (o, f(20))
2
i) 0 / 2 4

2. abra. 1. Feladat (a)

Emlékeztetd: Ha az f fiiggvény differencialhatd az x, ponttban, akkor
az [ zo-beli érint6jének meredeksége [ (1), vagyis az érintGegyenes
egyenlete 1y = [ () jeloléssel:

(y — ) = f (o) (2 — 20) .




(_379) 4

2
= (20, f(%0)) 8 f#) == e: 12z —12— 16
= (%:yo)
-2 0 g(L) I I; 2
-2
4
-4
2 (721 78) -
h: .
. e: = (0, %) s
y = —6x—9 — -6 4
y i e (-7?07 9(1’0))
6 4 2 \ 0 \ 2 4 ¢ 16

3. abra. 1. Feladat (b) és (c).

(a) (Lasd a 2. abrat) Az emlékeztets alapjan az f (x) = 22 parabola (g, o) = (0, f (29)) pontbeli
érinté egyenesének egyenletét megkaphatjuk az alabbi képletbdl:

(@ —z0) ["(z0) = (¥ — o)

Jelen esetben a parabola (zq,y0) = (20, f (9)) = (2,4) pontja érdekel benniinket. Ehhez még sziik-
séglink van a [’ (1() értékére. f'(x) = 2x és xo = 2, tehat [/ (vg) = 4. Igy az e érintSegyenes egyenlete:

(y—4)=4(x—2) vagyise:y=4x —4

(b) (Lasd a 3. abrat) Ebben az esetben xy = —2, yp = g (x9) = —8. A fliggvény derivaltja egy « pontban
g (z) = 322, tehat ¢ (1) = ¢’ (—2) = 12. Igy az egyenlet:

(y—(—8))=12(x+2) vagyise:y =12z + 16

(c) (Lasd a 3. abrat) Két egyenes pontosan akkor parhuzamos, hogyha a meredekségiik megegyezik.
Az (zg, f (z0))-beli érints egyenes meredeksége [’ (z9), mig az elére megadott e : y = —6x + 4 egyenesé
m. = —6. Ez alapjan azt az x¢ pontot és (xq, f (zg))-beli érint6t keressiik, melyre teljesiil, hogy f/ (x¢) =
—6. Mivel f'(z) = 2z, ezért f'(z9) = 229 = —6, vagyis zp = —53 = —3. Igy kapjuk, hogy a keresett
(x0, f (z0)) pontja a parabolanak a (—3, —27), mely pontbeli érint6 egyenlete az altalanos képlet alapjan:

(y — (—27)) = =6 (z — (—3)) vagyisy = —6x +9

(d) (Lasd a 4. abrat) Hasonléan az el6z6 feladat megoldasahoz, azt az xo pontot keressiik, amelyre
igaz, hogy ¢’ (zo) egyenls az feladatban megadott y = 12z + 3 egyenletd egyenes meredekségével. Az
egyenes meredeksége 12, ¢’ () = 322, tehat keressiik keressiik azt az x¢ pontot, melyre teljesiil, hogy:
12 = 323, vagyis, hogy 22 = 4. Ennek az x¢ = 2 és az 7o = —2 tesz eleget, tehat a keresett pontok: (2,8)
és (—2, —8), mely pontokban az érintG egyenesek egyneletei:

(2,8): (y —8) =12 (x — 2) vagyis y = 122 — 16
(—2,-8): (y+8) =12(x +2) vagyis y = 122+ 16

(e) (Lasd a 4 abrat) Ez esetben nem ismerjiik sem az érinté meredekségét sem pedig a parabola pontjat,
amelyen az érint§ egyenes atmegy, viszont ismerjiik az érint6 egyenes egy pontjat, a (0, —4)-et. Vagyis
a szokasos egyenletiinkbdl az x-et és az y-t. Behelyettesitve az érinté egyenletébe a kovetkezst kapjuk:
(=4 —yo) = f'(z0) (0—z0). Mivel yo = f(z0) = a3 és f'(x9) = 2z, ebbdl adodik: (—4 —a3) =



flz) =2
6
h (_QAA)A 4 (2’4)
y =122 + 16 = (xoa yo) = ($07y0)
= (2o, f(To))\ 2 = (0, f(20))
6 4 2 Mo 2 4 6
ho : \ hi:
y=4r+14 y=4r -4
Ry : 49 (0,—4)
y =12z — 16 :(x,y)

4. dbra. 1. Feladat (d) és (e)

220 (—x0), vagyis 4 = z2, melybdl kapjuk, hogy zg = +2. Vagyis a pontjaink és hozzdjuk tartozo
egyenletek:

(2,4) : (y—4)=4(x—2) vagyisy =4ax — 4 (2.1)
(—2,4) : (y—4) =4(zx+2) vagyis y = 4o + 4.

3. Egyéb fiiggvények derivaltjai

Emlékeztetd:

e (") =c"Inc

2. Feladat: Széamoljuk ki az alabbi fliggvények derivaltjait.
(a) (422 +107)
(14:17 + ?,— —sh(x ))
(3“2 + (62 +2) )
(d) (arshx + arccos x)

C

Megoldds:
(d) , ,
(4 :cQ-I-IOI) (42%)" + (10%) = (4-2- z) + (10" In 10)
( / / 2 / ’ 7
(14:17 + 5 —sh(z )) = (1422) + (x /5> — (shx)' = 28z — 22~ /> — cosh
(c)

(3x+2+ (62 + 2) ) (9-3%) + (3622 + 242 + 4)' = 937 In3 + 72z + 24

(d) (arshz + arccosz)' = \/119&2 + (— \/1142)



4.

Figgvények szorzatanak derivaltjai

Emiékeztets: (f (x)-g(z)) = f'(z)g () + f(2) ¢ (2)

3. Feladat

Megoldds

5.

: Szamoljuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjait.

(a) (5z - shx)
(b) ((922 + 3z + 2) (arctgz))
(c) (ha*-27tgx)

(52 - shx)’ = (5z) shaz + 5z - sh'z
=5shx + 5z - chx

(922 + 3z + 2) (arctg (2))) = (922 + 3z + 2) (arctg (z)) + (922 + 3z + 2) (arctg (z))’

2
= (18z + 3) arctg (z) + (92° + 3z + 2) 1.2

(52127 - tgx) = (521 2%) (tg () + (5z* - 2°) (tg (x))’

= ((a*) 27 + 50" (27)) (tg (@) + (50 - 27) COSQI @
= (20027 450t 27 In2) o (@) + (50 27) s

Osszetett fiiggvények és derivaltjaik (Lancszabaly)

5.1. Osszetett fiiggvények

Példa: Legyen f (x) = e%’+2 ekkor ha

g(z) =¢
h(z) = 42% + 2, akkor f (z) = g (h(x)) = "™ = e

Altalaban, az f (z) = g (h (x)) alaku fiiggvényeket dsszetett fiigguényeknek nevezziik.

Példak:

f(x) = (322 +5)": f (x) = sin (3 4 €7): f2) = Y17+ (2):
.« g(x) =2 o () =sin (2) -
o h(z)=322+5 e h(r)=3+¢" e h(z)=17+1n(x)

5.2. A lancszabaly

Emlékeztetd: (f (g (x)) = f' (9 (x)) - ¢ ()

4. Feladat: Hatarozzuk meg



(©) f(x) =VT3+Vr
(d) f(z) = (32 +922)""
Megoldds:
(a) f(x) =g(h(x)), ahol g(2) = €*, h(z) =2z.¢' (2) = g(2) = €*, B/ () = 2, tehat az emlékeztetSbeli

képlet alapjan
fr@)=g (h(@)n (x) =2 >
(b) f(x) =g (h(x)), ahol g(z) = €*, h(x) = 322 +9.¢' (2) = g (2) = €, ' (x) = 62, tehat az emlékezte-
tébeli képlet alapjan
f' (@) =g (h(@) W (2) =¥ 6o
(¢) f(z) = g(h(x)), ahol g(2) = vz, h(z) = T3+ Vz.¢'(2) = 1272, W (2) = La='/2, tehdt az
emlékeztetGbeli képlet alapjan

F2) =g (h(2)H () = % 1 11

(d) f(z) = g(h(x)), ahol g(2) = 2!, h(z) = 328 + 92%.¢/ (2) = 11219 W' (2) = 2427 + 18z, tehét az
emlékeztetSbeli képlet alapjan

fl @) =g (h(x) W (z) = 11 (32° +92%)"° (2427 + 182) .

6. Fiiggvények hanyadosainak derivaltjai

Emlékeztets: (m) _ f@@) i)y @)
" (@) 9*(z)

5. Feladat: (a) Vezessiik le az emlékeztetSbeli képletet a szorzéas- és lancszabaly segitségével.
(b) Szamoljuk ki tg(z) derivaltjat a fiiggvények hanyadosédnak derivaltjara vonatkozo szabély se-
gitségével.
(¢) Szamoljuk ki az alabbi fliggvények derivaltjat:
2

-\ x”—sin(x)
1) In(z)

i) 612
Megoldds:
(a)
Y ’ (b)
(%) B (f(x) ' 9&)) sin(z) )’
() (Gs)
() g9(z) g9(z) _cos(z)  (—sin(z)cos(z))
_f'®)  f@)g' (=) “cos(z) cos( )
(=) g() 9*(x) cos?(z) + sin’(z)
:f’(x)g(x) — [(z)g'(z) - cos?(x)
9*(z) 1
cos?(x)

(*): szorzatderivalas.

<**):) (9(2)7")" = ~1(g(x))~*

(332 - sin(m)>/ :(gr;2 —sin(x))’ - In(z) — (22 — sin(x)) - (In(z))’
In(z) 2 (z)
(22 — cos(x)) In(x) — o + 2242

2

(*) In?(z)

(x): (22 —sin(x))’ = 22 — cos(z) ill. In(z)’ =z~



ii)

(69612’”)' _ (6212%) 3* — 6212° (e?’I)/

6393

661

6 - 12%e3% + 62 - 127 In(12) — 18z - 12% - 3¢
er

—~

*

(¥): (6x127)

= (62)'12% + 62(127)’
=6-12% 4+ 62 - 127 In(12)
és

(eBx)' — 3e33:

%

7. Logaritmikus derivalt

. !
A kérdés: Mi lesz az f (z) = h (2)?") fiiggvény derivaltja? Pl. ((733 + 3)””@)) =7?

e 1. modszer:

f(z) = h(z)*™@ \ vegyiik mindkét oldal logaritmusat.
In(f(z)) = (h (x)g(x)) =g (x)In(h(x)) \ derivaljuk a két oldalt.
C) "= (g(x)In(h(2)) =4 (x)In(h(z T W () szorozzunk f (x)-sze

P (@) = (@) () = ' () 0 ) + 9 () \ K f (o)-sael
£ =1 (o @) 4oy o)

e 2. modszer:

flz) = h(x)g(m) _ (eln(h(x))>g(‘”) — o9(2) In(h(x))

) = (BN — IO (g ()1 1 () = e (f )1 (01 0) 4.9 0) - )

(*): az Osszetett fiiggvények derivalasi szabalyabol kovetkezik, a kiilss fliggvény a v (2) = €*, a belss:

6 (x) = g (2)In (h (x)).
6. Feladat: Hatarozzuk meg
(a) f(2) =a*
(b) /(@) = (In (2)™)
(©) f (@)= Va7
Megoldds:

(a) Megoldas az els6 modszerrel:

fz)=2a" \ vegyiik mindkeét oldal logaritmusat.
In(f(x)) =In(z") =xIn(z) \ derivaljuk a két oldalt.
J;((;E)) =(n(f(z) = (zIn(x)) =In(z) + x% \ szorozzunk f (z)-szel.

(%) = f' (¢) = 2 (In () + 1)
Megoldas a masodik modszerrel:

% = e* In(x)

7wy = (@) = e (@i (1) = o (0 (2) + 1)



(b) Megoldas az els6 modszerrel:

f(z) = In(z)*@ \ vegyiik mindkét oldal logaritmusat.
In(f(z)) = In (m(x)sin(f)) = sin(z) In (In(x)) \ derivaljuk a ket oldalt.
f/ (x) = (In xr = (sin(z) In (In(x "= cos(x) In (IN(x sin(x % SZ0rozzun X )-SZe
i = (n(f () = (sin(a) In (n(z) = cos(a) In (In(z) + sin(e) 2 \ k f (a)-seel.
' (z) = (m (z)“n@)) (cos(x) In (In()) + sin() - 1;(93))

Megoldas a masodik modszerrel:

ln(l,)sin(w) — 7 In(z)

f(x)= (esmxlnln(”))/ = (esm’”lnln(”)) (sinzlnln (z))" = (ln (J:)Sin(w)) (cos(x) In (In(x)) + sin(x) ! )

xIn(x)

flz)= zr \ vegyiik mindkét oldal logaritmusat.
In(f (z)) = In (x*) — 2 () \ derivaljuk a két oldalt.
x
' 2 ' 2 21 2 2
‘;((j)) =(n(f(2)) = (m In (x)) == In(z) + P In (x) + s \ szorozzunk f (z)-szel.
2 2 2 2 2 2
f(z)=1> (—len (x) + xz) =z= (_£E2 In(z) + ac2>
2. modszer:

flz)=a% = (eln(z)) _ o2In(x)

(@) = (e%ln<x>)’ _ o2 (2111 (x)) _ 2 <21n (@) + 2)

() z

8. L’Hopital szabaly

Emlékeztetd:

8.1. Tétel (A L’Hopital szabaly erds alakja). Tegyiik fel, hogy f(a) = g(a) =0, és f és g
diffhato a valamely kérnyezetében (kivéve esetleg a-t), és ¢g'(x) nem 0 ebben a kdrnyezetben
ha x # 0. ekkor
/
lim @ = lim f/(a:)
z—a g(x)  a—a g'(2)

Felhasznélhatjuk pl. az alabbi alakt hatarértékek meghatarozasara:

o 73" (lasd (a), (b), (c), (8))
o 7doon

e Voo —o0” (lasd (d))

o 000" (lasd (e), (f))

7. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket.

: 23—1
<a) ilinl x—1

(b) lim sin(5x)

20 2z+6x2



(c) lim 71“;12;“
. 1 1
(d) qlp% ezr—1 2z

(e) lim z (e% - 1)

T—00
(f) xlgrolox (% — arctg(x))

(8) lim TSR

Megoldds:

(a)
(23 = 1)|g=1 = 0 és (z — 1)|,=1 = 0, tehat a hatarértek ”3” alakt. Igy a L'H szabalyt alkalmazva:

(b)

sin(5z)|z=0 = 0 és 2z + 622%|,—¢ = 0, igy az el6z6 feladathoz hasonléan:

in(5 ! 5 ) 5
sin(5x) 'H . cos(bx)

1m = .
z—0 21 + 622 z—0 122 4+ 2 2

()
(In(1+ z) — 2)|g=0 = 0 &s (22 + 32®)[,—0 = 0, igy megint 3" alakt a hatarérték, igy L'Hopitalunk:

1
lim 7ln(1 ) - L im e .
z—0 x2 4 323 z—0 22 + 922

Mivel (115 — 1)]z=0 = 0 és (22 + 92%)[,=o = 0, 6jbol L'Hopitalunk:

I p%x_l LLH |, 7@ 1
25022 + 922 45024 18z 2

()
(€2* — 1)|z=0 = 0 és (2)|,—0 = 0, tehat a hatérértékiink " — &7 vagyis "oo — 0o” alaki. Ebben a
formdban még nem haszndlhatjuk o L’Hopital szabdlyt, hanem el6szor megfelels ” %” vagy 7 227 alakra kell
hoznunk! Hozzuk koz6s nevezére a két tagot:
. 1 1 . 2x (e2* — 1) .2z — (e —1)
lim ——— — — = lim - — . =lim ——~=
z—0e2* —1 2z  2-02x(e?® —1) 2z(e?* —1) -0 2x(e?® —1)

)

ami mostmér ” 2" alakd. Erre alkamazzuk a L’Hopital szabalyt (kétszer)

. 2 —(e** 1) vm .. 2 — 2e2@ L'H .. —4e?* . —4e?" 1
lim ————— "= lim =" lim =lim ———— -
=0 2x(e?® —1) x—0 2(e2® — 1) + 2ze2*2 w0 4e2% 4 4e2% 4 8re?® 20 82 (z + 1) 2

(e)

lim z =00 és lim (e% — 1) = 0, a hatarértékiink ”0 - co” alaki, melyet ” %” vagy 7 227 alakira kell
hoznunk, hogy tudjuk hasznélni a L’Hopital szabalyt. Egy lehetséges megoldés, hogyha felhasznaljuk,
hogy

1
Xr = I,
vagyis

1 r — 1
lim x(e% — 1) = lim T (e% — 1) = lim ef_
xr—00 xr—00 > T—00 S

Ez a hatarérték mar ” %” alakd, igy:
1 1 1
. 1 . ez —1 p/ . €z | —73
lim x(ew—l): lim T = lim (1r):1



Z — arctg(x) = 0, tehat az elgbbi feladathoz

(f) A hatarérték oo - 0 alaka, mert lim 2 = oo és 5

lim
Tr—r o0 T—r0o0

hasonléan ”%” alakra hozzuk, majs egyszer L'Hopitalunk és az utolsé lépésben kiemeliink x2-et.
5 —arctg(x) 1 R 2
lim = (z - arctg(x)) = lim 27g() il R E T | =1
T—00 2 T—00 1 T—00 —% z—o0 1 + 12 T—oo = + 1
xT xT
(g) 797 alaki a hatarétek, igy L'Hopitalhatunk.
x—sin(z) g . 1—-cos(x) r'H .. sin(z) r'm . cos(x) 1

lim T SM@) L't 1 —cos@) _ sin(z) _
50 423 + 62 am0 1222 + 2423 450 24w 4 7222 4024 + 144z 24

8. Feladat: Tegyiik folytonossag az alabbi fliggvényeket. (Lasd az 5. abrat)
(a) Hogy valaszzuk meg b értékét, hogy az alabbi fliggvény folytonos legyen?

sin(z?) ha z 7& 0
) = x2+.'1;4’
/(@) {b, ha z = 0.

(b) Hogy vélasszuk meg a és b értékét, ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen?

e”, ha x <0,
flx)=<ar+bha0<x<m,

sin(z—m)
22, hax>m.

Megoldds:

(a) Mivel 22, sin(z) és o2 + 2* folytonos fiiggvények, az egyetlen pont ahol f esetleg nem folytonos
az g = 0 pont. Ahhoz, hogy f folytonos legyen az xy = 0 pontban ugy kell megvélasztanunk a
b= f(xo) = f(0) értéket, hogy teljesiiljon, hogy

lim f(x) =0.

x—0

Ehhez szamoljuk ki a fenti hatarértéket a L’Hopital szabaly kétszeri alkalmazasanak segitségével:

) . osin(2?) pm .. cos(z?)2r Lu .. —sin(z)2z + 2cos(x)
1 =1 = lim ——————— =1 =1. 1
i@ = e T M s T T e &)

Vagyis az f folytonos akkor és csak akkor, ha b = 1.
(b) Hasonloan az el6z6 feladathoz gy kell megvalasztanunk az a és b értékeket, hogy az alabbiak
teljesiiljenek:

a-O—i—b:il_r%f(x):igrbe (8.2)
a-m+b=lim f(z) = limw

Tr—rT T—rT 1’2 _ ’/T2

(8.3)

(8.2): lim,_ge® = e =1, tehat b = 1.
(8.3) A masik hatarérték meghatarozasahoz a L’Hopital szabalyt hasznaljuk (egyszer), mivel a hatar-

értékiink 3 alakd. limg_. Si;ﬁ;? = limgy_,» COS(;;ﬂ) = o, vagyisa-m+b=a-7+1= 5, melyet
atrendezve kapjuk, hogy a = 12;22”.

10



ar+0b,hal0<x<nm

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

5. abra. 8. Feladat (a) és (b)

9. Filiggvényvizsgalat

9.1. Monotonitas és lokalis szélséértékek

Emlékeztets:

monoton né
monoton csokken

x,y € I esetén, ha x <y akkor { ;Eg § ;EZ; }

9.1. Definicié. Az f fiigguény {

!
9.2. Allitas. Ha f derivdlhato I-n és minden x € I esetén { ;,Ei;
I monoton né
o monoton csokken [~
lokdlis minimuma
lokdlis maximuma

IN TV

8 } akkor f az

9.3. Definicié. f-nek {

f(x) = f(xo) }
flx) < flxo) f°
)
)

xo-t tartalmazo I intervallum, hogy minden x € I-re {

1
9.4. Allitas. Ha xo-ban fllx) = 0 és {;,,Ei 28} akkor f-nek xq-ban

lokdlis minimuma
o . an
lokalis maximuma

az I intervallumon, hogyha minden

van az o pontban, hogyha létezik eqy olyan

9. Feladat: Hatarozzuk meg, hogy hol monton névéek, hol monoton csdkkendek, hol van lokalis minimumuk és

hol van lokalis maximumuk az alabbi fiiggvényeknek!

(2) f(@) =2+
(b) f(z)=a®+222 -~ Tox+5

Megoldds:

11



6. abra. 7. Feladat (a) és (b)

(a) Hasznaljuk a 9.2 és a 9.4 allitasokat.

flx) = x+§ (9.1)
=1~ 92)
f’(xo):O<:>1:%;}x%zl{z}xozilés (9.3)
f(2)<0+= -1<z<1 (9.4)

Ebbdl lathato, hogy mig ¢ < —1 a fliggvény monton ng, majd monoton csdkken és x = 1 utan djra
monoton ng. Tehat —1-ben és 1-ben valéban lokélis maximum és lokalis minimuma van a fiiggvénynek.
Ki is szamolhatjuk a masodik derivaltakat a —1-ben és az 1-ben. A masdik derivalt egy altalanos helyen
f"(x) = 2273, tehat f(—1) < 0 és f”(1) > 0, ebbdl is latszik, hogy a —1-ben és az 1-ben a fiiggvénynek
lokalis maximuma és lokéilis minimuma van.

flz)=o+1 Va lok.max. Y\, lok.min. 7

x

fy=1-% + ++ 0 — —— 0 + + +
I I I @
-1 0 1
(b) Hasznaljuk a 9.2 és a 9.4 4llitasokat.
flz) =23 4+22°> — Tz +5 (9.5)
fl(z) =32 + 40— 7
—4 416 + 84 7
f/(aTo) =0<«= a9 = ﬂ:% <~ To,1 = 1,130,2 = —g vagyis (*) (97)
7
fl(z) <0+ -3 <z<1 (9.8)

(*): mivel az f'(x) parabola f6egyiitthatoja 3 > 0, az f'(z) > 0 a két gyok kozott.
f"(x) = 6z +4, tehdt f"(zo1) = =2 +4 <0és f"(wo2) =10 >0, igy 20,1 = —% lokélis maximum, mig

12



Zo,2 = 1 lokalis minimum.

flx)=a3+222 -T2 +5 Ve lok.max. lok.min. 7
fll@)=3z*+42z-7 + + + 0 — — — 0 + + +

| | |
[ [ [
0 1

>

7
3

Megjegyzés: Abbol, hogy a fiiggvény derivaltja 0 egy adott pontban nem kévetkezik, hogy abban a
pontban lokalis szélsGértéke van, lasd: =3 az o = 0 pontban.

9.2. Konvexitas

Emlékeztetd:
. s . konvex : . .
9.5. Definicié. Az f filiggvény tonkdv [ % I intervallumon, hogyha minden I-beli

. felett
szeldje a fligguény grafikon { alatt [ VO

'(x) monoton névd
'(x) monoton csikkend

9.6. Allitas. Ha f derivdlhatd I-n és minden x € I esetén { ;

. "(z) >0 k
Vagyis { :;,,Eg <0 } akkor f az I-n { ngZZf; }

9.7. Definici6. Az f fiigguénynek inflexios pontja van az xo pontban, hogyha ott konvexi-
tdst wvalt.

9.8. Allitas. Ha xo-ban f"(x¢) = 0 és f"(x¢) # 0, akkor f-nek zo-ban infelrids pontja
van.

10. Feladat: Hol konvexek, konkavak és hol van inflexiés pontjuk az alabbi fiiggvényeknek?

(a) f(z) =a*+ 223 — 1222 + 32+ 5
(b) f(x)=a*
() f(x) = 2(in(x))2.

Megoldds:

(a)

flx) =2 +22° — 1222 + 32+ 5
f(x) = 4a® + 62% — 24z + 3
f(x) = 1222 + 122 — 24 = 12(2® + = — 2)
Keressiik, hogy hol lesz f”(z) = 0,< 0 és > 0.
ff2)=0<=24+2-2=0<=z=1vagy z = —2.
Az x? + x — 2 parabola konvex, igy f”(z) < 0 a két gyok kozott (lasd 7. dbra elss aldbraja). A masodik
derivalt el6jele valtozik a két gyok kozott, vagyis a fliggvény konvexitast valt vagyis a két (—2,1) gyok

helyén a fiiggvénynek inflexiés pontja van.
Az U: konvex, N: konkav L.p.: inflexios pont jeloléssel:

flx)=a*+22% — 1202 + 32 +5 U Lp. N Lp.
(@) =12(z*+2-2) + + + 0 - - — 0 + + +
| | | -
-2 0 1

13
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7. abra. 10. Feladat (a) és (b)

(b) Az 2* fiiggvény konvex a teljes R-en, am:
f'(x) = 42 f"(2) = 1222,

f"(x) = 0, hogyha = = 0, egyébként f”/(z) > 0, a fiiggvény nem valt konvexitéast, tehat itt nincs inflexics
pont, mert a fliggvény konvex a teljes értelmezési tartomanyon (lasd a 7. abrat).

f(x) =2 U U u
0

flx)=122 + + + + + + + + 4+ o+

|
[
0
(¢) Mivel az In(x) értelmezési tartomanya a (0, 00), ezért f értelmezési tartomanya is ez.
f(z) = 21n%(z)
1
f'(z) = In*(z) + 22In(z) = = In?(z) + 21n(z)
x
2
x

f(x) = QIH(I)é + % = —(In(z) + 1).

Mivel z > 0 f"(z) elgjele In(z) + 1 elgjelétd] fugg. In(x) + 1 = 0 a.cs.a., ha In(x) = —1 a.cs.a., ha
-1 _

r=e 1 In(z) <0,ha 0 <z < 1, vagyis:
f(z) = zIn?(z) N LP. U
7/(@) = 2(in(@) + 1) S

o+
o= —

9.3. Teljes fiiggvényvizsgalat

11. Feladat: Végezzink teljes fliggvényvizsgalatot az f(x) = ze=® fiiggvényen! (I.e. adjuk meg az értelmezési
tartomanyét, a zérushelyeit, adjuk meg a hatarértékeit az értelmezési tartomény szélein, vizsgaljuk
monotonitas és konvexitas szempontjabol, adjuk meg a lokalis szélsGértékeit (a helyet és az értéket)
és inflexios pontjait, vizsgaljuk paritas szempontjabol).

14



8. abra. Abra a 11. Feladathoz

Megoldds:

e A fiiggvény értelmezési tartomanya R.

Mivel e=*" > 0 minden z-re f(z) = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0, vagyis a fliggvényiink egyetlen
zérushelye 0-ban van.

e Mivel az értelmezési tartoméany a valés szamok teljes halmaza: R igy az értelmezési tartomany
"szélei" a +oo.

. —a? . T L'H .. 1
lim ze™® = lim — = lim —5— =0
T—00 z—00 % z—o0 X7 2x
. 2 . T L'H .
lim ze™ = lim — = lim —— =0
xT—r—00 r——o00 et z——o0 eT° 2

A monotonités vizsgalatahoz az elsé derivaltat kell alaposan szemiigyre venniink.

Flla)=e® +ze (—22) = e * (1 — 22?)
e~ > 0 minden x-re, igy a masodik derivalt elGjele az (1 —222) el§jelétol fiigg. 1— 222 = 0 a.cs.a.,
ha z = :I:%. Mivel az 1 — 222 parabola konkav, ezért 1 — 222 pozitiv a két gyok (i%) kozott.
(lasd 8. abra).

flz) = f(x) = re~ \ Lok.min. Va Lok.max. \
fla)y=e"(1-222) - - - 0+ + + + + 0 - - -
I i % x
_ 1 0 1
V2 V2
e A konvexitas vizsgalatdhoz a masodik derivéltat:
F(z) = e (=22)(1 — 222) + e (—dx) = 2ze~ " (22% — 3). (9.9)

A masodik derivalt elGjele az x és a (222 — 3) el§jelétol fiige. (222 —3) =0, hax = :I:Lg, a parabola
konvex, igy a két gyok kozott negativ a kifejezés.

15



2

9. abra. Abra a 11. Feladathoz, f(z) = xe™

2

flz) =ae ™ N LP U LP N LP N
flx) =20 (222 =3) — — — 0 + + + 0 — — — 0 + + +
T - - = — = — — 0 4 4+ + + +
(22°-3) + + + 0 - — — — — — — 0 + + +
I I i x
_ V3 0 V3
V2 V2
o Osszegezve:
1 1
f(fL') 0 _E 0 \/% O
f(z) NN LP uN, Lmin U/ LP0O N2 Lmax N\, LP U\
i) x - - - 0 + + + 0 - - = X
(x)  x - 0 + + + 0 - - 0 + X
| | | | | .
L L e
3 == — 3
2 V2 V2 V2
e Paritas: a fliggvény paratlan, mert f(—z) = —ze~ (0’ = _ge=(@)” = —f(z).

10. Szoveges szélsGérték feladatok

12. Feladat: (a) Mekkora a teriilete a maximalis teriileti téglalap alaku teleknek, amelyet korbe tudok keriteni
100 méter keritéssel?

(b) Mekkora a térfogata a maximalis térfogatii hengernek amelyet ki tudok vagni egy R sugart
gbmbbasl?

16



(c) Mekkora a térfogata annak a maximalis térfogati négyzet alapt egyenes hasdbnak amelynek
a feliilete 600 m2.

Megoldds:

(a) Lasd 10 elss alabrajat. Jeloljiik a téglalap alakua telkiink egyik oldalhosszat a-val a méasikat b-vel. A
telkiink keriiletét K-val, mig a teriiletét T-vel. Ekkor

K =2a+2b =100 (10.1)
T=a-b (10.2)

A teriiletet szeretnénk maximalizné, feltéve, hogy a keriilet 100m vagyis b = 50—a. A keriiletre vonatkozo
feltétel alapjan a fiiggvény amelynek a maximuméat keressiik az f(a) = a - (50 — ). A maximumot az
f'(ag) = 0 pontban keressiik, vagyis f'(ag) = 50 — 2ag = 0 vagyis ag = 25. Ez alapjan a maximalis
teriilet Thax = ao(50 — ag) = 252 = 625.

A feladat nem kérdezte a b értékét, de ha erre is kivancsiak vagyunk, akkor visszahelyettesithetiink a
a képletbe: by = 50 — ag = 25 = ag, ez az agy és by mely maximalizalja a teriilet fliggvényiinket.

(b) Lasd 10 masodik alabrajat.

Jeloljiik a henger magassagat m mig az alapjanak sugarat r-rel. Ekkor a henger térfogata V = m-r?r.
Szeretnénk, hogy a hengeriink beférjen egy adott R sugart gémbbe, igy a kovetkezst tudjuk (lasd az

abrat):
2
R? = (%) + 72 ez alapjan (10.3)
2
r2=R? - (%) . (10.4)

A teriilet képletbe visszahelyettesitva kapjuk, hogy a fliggvény melynek a maximumét keressiik:

F(m) =m <R2 - (7;)2> . (10.5)

Megnézziik, hogy a derivalt hol lesz 0:

2
Fl(m) = (R? — %)w vagyis (10.6)
4 m 2

Igy a maximalis térfogat

2 1 A7 R3
Vipax = —=R | R? — R2> =, 10.8
V3 ( 37 )T 38 (108)

(¢) Lasd 10 harmadik alabrajat. Jeloljiik az négyzet alaphoz tartozo két élet a-val és a magassagot
b-vel (4bral). Ekkor a hasdbunk A-val jelolt feliilete és V-vel jelolt térfogata:

A = 2a® + 4ab = 600(m?) (10.9)
V = a?b. (10.10)

A térfogatot szeretnénk maximalizalni. Lathatéan az A-t definialo képletbdl sokkla kénnyebben ki tudjuk
fejezni b-t, tehat tegyiink igy b és a fgv amelynek a maximumat keressiik:

—92q2
b= 60047“ (10.11)
a
600 —2a>  600a — 2a°
fla) = a®=———=— (10.12)
Keressiik meg, hogy hol lesz 0 a derivalt:
f'(a) = 150 — gaQ tehat f(ag) = 0 <= gaQ =150 <= a2 = 100 €% 4 = 10. (10.13)
Igy a maximalis térfogat:
600 - 10 — 2 - 103
Vmax = ——— =1000. (].0].4)

4
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10. abra. 12. Feladat (a), (b) és (c).

11. Implicit fliggvény derivalasa
13. Feladat: Hatarozzuk meg az y'-t az implicit derivalas modszerével az adott pontban.
(a) 2 4y =100, (z,y) = (6,8)
(b) 2%y +ay® + 22 + 3y = 14, (z,y) = (1,2)
(c) 2 =% =1, (z,9) = (2.3)

Megoldds:
(a)
22 + y*(x) = 100 Z—z
2z + 2y(z)y' (r) = 0 \kifejezziik v/ (z)-et
y(@) = ———
y(x)
Tehét a (6,8)-beli derivalt —2.
(b)
2 2 dy
xy(z) + 2y (z) + 22 + 3y(x) = 14 T

2zy(x) + 22y () + 22y(x) + 222y(2)y (x) + 2+ 3y'(x) =0 \kiemeljiik 3/ (x)-et
y'(z) [2° + 22y(z) + 3] 4+ 2zy(x) + y*(x) + 2 =0 \kifejezziik y'(z)-et

roy — 2oy(@) + () +2
yiw) == 2?2 + 22y(x) + 3

T . 2 10 _ 5
Igy az (1,2)-beli derivalt —- = —7.

(c)
2
2 Y dy
— =1 o
z 3 dz
!
9 — 21/(3”? () =0 \kifejezziik y'(z)-et
, 3z
y(z)=—
@)= 0w

Tehat a (2,3)-beli derivalt & = 2.
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11. abra. 13. Feladat (a) és (c).

12. Paraméteresen adott fiiggvény derivaltja

Jelolések:

d
az y x valtozo szerinti derivaltja: y = el

dx

L ., L e e dy

az y t valtozo szerinti derivaltja: ¢ := pr
az x t valtozo szerinti derivaltja: & := p

14. Feladat: Hatarozzuk meg az y' = %;i-t az adott pontban. (Vagy masképpen hatarozzuk meg a paraméteresen
megadott gorbe érintGjének meredekségét z adott pontban).

(a) x(t) = 10cos(t), y(t) = 10sin(t), to = Z

(b) z(t) = cosh(t), y(t) = /3sinh(t), to =

(c) x(t) = tcos(x), y(t) = tsin(t), to = 4=

& = —10sin(t)
¢ = 10cos(t), tehat
,  10cos(t)  cos(t)

YT T 108t~ sin()”

Vagyis a tp = § pontban:

6

Ylt—z = —V3 (12.1)
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(-T(]? yO)
= COS(t0)7 10 Sin(to))

6

x = 10cos(t)
y = 10sin(t)
tel0,2r]

12. 4bra. 14. Feladat (a) és (c).

A
o
N—
QE\
|
B

& = sinh(¢)
3 = V/3cosh(t), tehat

, V3cosh(t)
sinh(¢)

Mivel sinh(t) = et_;ft és cosh(t) = frace' + e 2 a to = In(2) pontban:

5
7 (12.2)

Vagyis a tg = %’ pontban:

(12.3)
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13. Taylor polinomok

Emlékeztetd: Az f fiiggvény a pont koriili n-edfoktt Taylor polinomja a
f?(a) f"(a)

2
5 b—a)+--+ .

T7.(0) = f(a) + f'(a)(b—a) + (b—a)",

ahol f™(a) az f fiiggvény n-edik derivéltja az a helyen.
13.1. Tétel (Taylor tétel). Ha

o f n+ 1-szer derivdlhatd (a,b)-n, és

o ) folytonos [a, b]-n,
akkor létezik ¢ € (a,b)

f(b) = fla) + f'(a)(b—a) +

f(e) ntl
(n+1)! (b—a)™.

= T,{n(b) +

15. Feladat: Hatéarozzuk meg az f fgv a koriili n-edfoku Taylor polinomjat

z)=cos(z),a=m,n=4

(
() =2*+222 +62+8,a=0,n=4
(

Megoldds:
(a)

f(x)=cos(z),a=m,n=4

= WiN O R
|
Q
@)
n
—~
8
~—

Tt () = —1+0+ LT

f@)=2"+222+62+8, a=0,n=4

21
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k

k| f® () fP0) | fM0)%

0| 2%+ 222 +62+38 8

1| 423 +42+6 6z

2 | 1222 +4 4 17 = 2,7
3 | 24x 0 0

4| 24 24 %ﬁ —;

Vagyis a Taylor polinom maga a fiiggvény. Ez nem meglepd, hiszen a fiiggvény egy negyedfoki
polinom, amit a negyedfoka polinomok kéziil maga kozelit minden szempontbdl a legjobban.

T (x) = &t + 22 + 62 +8 (13.2)
(c)
fo)= Y a=1,n=3
K| /W@ | f®a) | p® et
0| z3 1 1
1 %x_é % %(x—l)
2 —%%x_g _% —%(56—1)2
s[5 (2 a6
Tfy(x) = 1+ é(x _1)- é(x _1)2y 334(95 1y (13.3)
(d)

Mivel az e* fliggvény derivaltja sajat maga, ezért akdrhanyszor derivilom mindig sajat magat kapom.
Vagyis minden n € N-re:
()™ = ¢

k | f®(@) | s®(0) | f® ()00
0| e 1 1
1| e* 1 T
2 | e* 1 %
n | e* 1 fL,

k 3 ’
T, (@)=Y p oG =l+a+ 5 +% + -+ 2
(e)
f(z) =sin(3z),a=0,n=>5

k| /W@ | 8 | @ e
0 | sin(3x) 0 0
1 | 3cos(3x) 3 3x
2 | —3%sin(x) | 0 0
3 | —3%cos(z) | =33 - (3;)3
4 | 3*sin(z) 0 0
5 | 3%cos(z) | 3° (35#)5
Vagyis
3 5
T 5(x) = 3z — (3;) + (3;) (13.4)



A sin(z) 0 koriili Taylor polinomjanak k-adik tagja

0, ha k paros
. k‘ a ha k — 1 oszthat6 4-gyel

(13.5)
-1 %, ha k — 1 oszthato 2-vel, de 4-gyel nem.
n—1
Gi-mi > han —2 oszthat6 4-gyel
= ha n paros
x> 25 2" 2f —2*— , han — 2 oszthato 2-vel, de 4-gyel nem
T @) = -+ 5 -5+ o+ (=T
7 sttt ol Lr  , han—1 oszthato 4-gyel ;

" ha n paratlan

—27 , han —1 oszthat6 2-vel, de 4-gyel nem.

Ezek szerint, hogyha tudjuk sin(z) Taylor polinomjat, akkor sin(3z) Taylor polinomjat ennek segit-
ségével is kiszamolhatjuk, hogyha az y hely helyett a 3y helyen vessziik

Tsm(a:) (Sy) Tsm(?)w) (y)

0,n
(f)
Emlékezziink, hogy 7§, (y)

n k 2 3 n
Y=2h—om =ty + g+t ++ 07
Hasonloan az el6z6 feladathoz:

T5n () = Ton(~y)

I
—_
+
[
<
~—
+
[
E
(V)
+
[
<
~—

2l 3! o n! (13.6)

(13.7)
(2)

Felhasznalva, hogy

kapjuk, hogy

e” e n z* n z*
cosh(z) _ TO,n + TO,n _ Zk:O A + Zk:o(il)kﬁ
T07n (y) - -
2 2
ok 4 (—1)kzk Z z*
2 k!
0<k<n
k paros

16. Feladat: A 15. feladatban kiszamolt Taylor polinomok segitségével becsiiljiik meg az alabbi értékeket
(a) cos(m+0.01)

Megoldds:

(a)
A negyedfoku Taylor polinom: Tf W) =—-14+0+ (w—m) ﬂ) +0— e=m)

- Vagyis, hogyha a Taylor
polinommal szeretnénk megbecsiilni cos(7r + 0.01) ereteket akkor azt kell megnézniink, hogy mennyi
TT{A(?T +0.01) értéke, vagyis

2
TI,4(7T+0.01) w

(r+0.01 — m)*
=—-14+0 N rErr
+O+ 5 Al
0.01)2 0.01)*
=1+ ( 5 ) 1 ) ~ —1 4 0.00005 — 4.16 - 10719 ~ —0.999950000416.

(~ azt jelenti, hogy megkozelitsleg)
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(b)
V/1.2-t szeretnénk becsiilni igy a Tlf?(ac) =1+ %(x—1)— 5 —1)*+ Z(z — 1)® Taylor polinomt

fogjuk hasznélni. Vagyis arra vagyunk kivancsiak ebben az esetben, hogy mennyi Tl%‘g(l.Q).

1 1 5
TV (1.2) =1+ g2-1) - 512-1)° + Z(12-1)° (13.8)
1 1 5
=14+ -(0.2) — =(0.2)> + —(0.2)3 13.
+3002) ~ 5027 + (02) (13.9)
~1+0.066...—0.0044 ...+ 0.00049... (13.10)
~ 1.062716 (13.11)
(© 2
Tgh(x)=1+a+ %
o 0.042
T55(—~0.04) = 1 — 0.04 + =0.9608 (13.12)
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